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ABSTRAK 
Nama  : ISHAK R 
NIM  : 60600114019 
Judul   : Ekuivalensi Kekonvegenan Pointwise dan Kekonvergenan  
     Seragam pada Barisan Fungsi 
 
 Skripsi ini membahas tentang ekuivalensi kekonvergenan pointwise dan 
kekonvergenan seragam pada barisan fungsi. Kekonvergenan pointwise adalah 
kekonvergenan barisan fungsi dimana suatu barisan fungsi dapat memiliki satu 
atau lebih nilai limit dan tidak mampu mempertahankan sifat kontinu suatu fungsi. 
Sedangkan kekonvergenan seragam mengakibatkan ketunggalan nilai limit dan 
mampu mempertahankan kekontinuan fungsi. Sehingga penelitian ini bertujuan 
untuk menunjukkan karakteristik dari barisan fungsi yang menjamin ekuivalensi 
dari dua jenis kekonvergenan tersebut. Hasil dari tulisan ini ditunjukkan 
karakteristik barisan fungsi yang menjadi syarat terjadinya ekuivalensi yaitu 
barisan yang monoton dan terbatas serta ketunggalan nilai limitnya. Selain itu 
ditunjukkan karakteristik fungsi yang menjamin terjadinya ekuivalensi yaitu 
barisan fungsi monoton seragam. 
Kata kunci: Barisan fungsi, Konvergen pointwise, Konvergen seragam 
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BAB 1 
PENDAHULUAN 
 
1.1 Latar Belakang 
Matematika merupakan ilmu yang memiliki cabang cukup banyak. 
Salah satunya adalah analisis real. Analisis merupakan suatu proses 
penyelidikan terhadap suatu objek dengan melakukan penguraian untuk 
mengetahui sifat dan peran unsur pembangun objek tersebut. Secara persis, 
analisis dapat diartikan sebagai pemecah belahan atau penguraian secara jelas 
berbeda kebagian bagian dari suatu keseluruhan. 
Salah satu cabang dari matematika analisis adalah barisan. Barisan 
dapat diartikan sebagai fungsi dari himpunan bilangan asli kehimpunan 
bilangan real        . Barisan telah mengalami perkembangan yang 
cukup besar, khususnya dalam mencari sifat-sifat yang dimiliki serta 
kekonvergenannya. Hingga saat ini sifat-sifat barisan tetap menarik untuk 
dikaji. 
Suatu barisan objeknya tidak harus bilangan, akan tetapi bisa juga 
objek lain. Sebagai contoh, jika objek suatu barisan adalah fungsi, maka 
didapat barisan fungsi. Barisan fungsi merupakan salah satu bentuk dari 
barisan yang elemen-elemennya berupa fungsi. Dimana bentuk fungsi yang 
merupakan suku ke-n bergantung pada bilangan asli. Seperti halnya barisan 
bilangan riil, barisan fungsi juga memiliki sifat dan kekonvergenannya pun 
dapat diselidiki. Secara umum bentuk kekonvergenan barisan fungsi dan 
bilangan riil hampir sama. Jika melihat bentuk kekonvergenan barisan 
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bilangan riil yang terdiri dari barisan titik yang konvergen ke titik, maka 
barisan fungsi akan konvergen pada suatu fungsi. Seperti pada barisan 
bilangan riil, ketika dihadapkan dengan sebuah barisan fungsi {fn} maka 
terjadi ketertarikan untuk mengetahui perilaku  fn apabila    . 
Penjelasan mengenai jalan hidup yang harus ditempuh oleh manusia 
terdapat dalam QS An-Nahl/ 16: 125 dan QS Al-An’am/ 6: 153, yaitu:  
 
 ُعۡدٱُُِ بُ ىِك ب ىرُِلِيب ىسُ ٰ
ى
ِلَإُِة ىمِۡك
ۡ
لۡٱُُىوُِة ىظِۡعو ىم
ۡ
لٱُ ُِةىن ىسى
ۡ
لۡٱُُِ بُم  ه
ۡ
لِٰد ىج ىوُِت
َّ
لٱُُ َِّنإُُۚ  ن ىسۡح
ى
أُ ىِهِ
ُِِهلِيب ىسُن ىعُ َّل ىضُنىِمبُ  م
ىلۡع
ى
أُ ىو  هُ ىكَّب ىرۦُُِ بُ  م
ىلۡع
ى
أُ ىو  هىوُىنيِدىتۡه  م
ۡ
لٱُ١٢٥ُ 
Terjemahnya: 
125. serulah (manusia) kepada jalan Tuhan-mu dengan hikmah dan pelajaran 
yang baik dan bantahlah mereka dengan cara yang baik. Sesungguhnya 
Tuhanmu Dialah yang lebih mengetahui tentang siapa yang tersesat dari 
jalan-Nya dan Dialah yang lebih mengetahui orang-orang yang mendapat 
petunjuk.( QS An-Nahl/ 16: 125)
1
 
وَُّن
ى
أىَُُىفُاٗمِيقىتۡس  مُِٰطِ ىرِصُا ىٰذ ىهُ  هو  ِعبَّتٱُُ
ْ
او  ِعبَّتىتُ
ى
لَ ىوُىل ب ُّسلٱُُۡم  ِكبُ ىق َّر ىفىت ىفُِِهلِيب ىسُن ىعُ ُۦُۚ
ُِِهبُم  ٰكى َّصىوُۡم  ِكٰل ىذۦُُ ىنو  قَّتىتُۡم  ك
َّ
ل ىعىل١٥٣ُ 
Terjemahnya: 
153. dan bahwa (yang Kami perintahkan ini) adalah jalanKu yang lurus, 
Maka ikutilah Dia, dan janganlah kamu mengikuti jalan-jalan (yang lain), 
karena jalan-jalan itu mencerai beraikan kamu dari jalanNya. yang demikian 
itu diperintahkan Allah agar kamu bertakwa.( QS Al-An’am/ 6:153)
2
 
 
                                                             
1
 Departemen Agama RI. Al-Quran dan Terjemahannya. h.281 
2
 Departemen Agama RI. Al-Quran dan Terjemahannya. h. 149 
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Ayat diatas menjelaskan bahwa Allah Swt. memerintahkan kepada 
Rasulnya-Muhammad Saw. Agar menyeru manusia untuk menyembah Allah 
dengan cara yang bijaksana. wahyu yang diserukan ialah wahyu yang 
diturunkan kepadanya berupa Al-Quran, sunnah, dan pelajaran yang baik. 
Allah Swt. juga memerintahkan kaum mukmin untuk berjamaah (bersatu) 
dan melarang mereka berselisih pendapat dan bercerai-berai. 
Kedua ayat Al-Quran diatas ketika dipandang dari konsep matematika 
dapat dilihat pada kekonvergenan barisan. Kekonvergenan barisan 
mengisyaratkan pada satu titik yang dituju oleh barisan tak berhingga. Dalam 
konvergensi juga dijelaskan barisan yang tidak hanya menuju satu titik tetap 
atau limitnya tidak tunggal yang lebih dikenal dengan barisan divergen. 
Selain dalam Alqur’an, penelitian ini juga dilandasi dari hadits nabi 
yaitu sebagai berikut. 
 َِّنإ ًلاأ َلاَقَف اَنْيِف َماَق ُه َّنَأ َناَيْفُس ِْيَبأ ِنْب َة َّيِواَعُم ْنَع ْيِنَزوُهْلا ٍرِماَع ْيِبَأ ْنَع
 َلاَقَف اَنْيِف َماَق َمَّلَسَو ِهْيَلَع ُالله ىَّلَص ِالله َلْوُسَر : ِلْهَأ ْنِم ْمُكِلْبَق ْنِم َِّنإ لاَأ
 ِث ىٰلَع اْوُقَرَتْفا ِباَتِكْلا ٍ ِثلاَث ىٰلَع ُقِرَتْفَتَس َةَّلِمْلا ِهِذَه ِْنإَو ،ًةَّلِم َنْيِعْبَسَو ِنْيَتْن
 ُةَعاَمَجْلا َيِهَو ِة َّنَجْلا ِيف ٌةَدِحاَوَو ِرا َّنلا ِيف َنْوِعْبَسَو ِناَتَنْثا َنْيِعْبَسَو 
Terjemahnya: 
Dari Abu ‘Aamir Al-Huzaniy, dari Mu’awiyyah bin Abi Sufyan 
bahwasannya ia (Mu’awiyyah) pernah berdiri di hadapan kami, lalu ia 
berkata : Ketahuilah, sesungguhnya Rasulullah shallallaahu ‘alaihi wasallam 
pernah bediri di hadapan kami, kemudian beliau bersabda : “Ketahuilah, 
sesungguhnya orang-orang sebelum kamu dari ahli kitab (Yahudi dan 
4 
 
 
Nashrani) terpecah menjadi 72 (tujuh puluh dua) golongan, dan 
sesungguhnya umat ini akan terpecah menjadi 73 (tujuh puluh tiga) 
golongan. (Adapun) yang tujuh puluh dua akan masuk neraka dan satu 
golongan akan masuk surga, yaitu ”Al-Jama’ah”.3 
Pandangan konsep islam menunjukkan bahwa diantara banyak jalan 
yang ditempuh dalam mendekatkan diri kepada Allah swt. hanyalah satu 
yang menjadi jalan terbaik dan tidak menjadikan tersesat bagi manusia yang 
menjalaninya dan membawa manusia kepada surga Allah swt. penjelasan 
mengenai jalan yang bercabang dan jalan yang lurus tersirat dalam konsep 
mtematika tentang kekonvergenan barisan fungsi. Ketika barisan fungsi 
hanya konvergen pointwise maka kekonvergenan tersebut tidak dapat 
mempertahankan kekontinuan fungsi. Sedangkan jika barisan fungsi 
konvergen seragam maka kekontinuan fungsi dapat dipertahankan.  
Kekonvergenan dalam barisan fungsi terdapat dua jenis, yaitu 
kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan seragam. Telah diketahui 
bahwa kekonvergenan pointwise merupakan syarat perlu untuk terjadinya 
kekonvergenan seragam. Sehingga kemungkinan untuk terjadinya ekuivalensi 
sangat besar dari kedua jenis kekonvergenan tersebut. 
Penelitian yang telah dilakukan oleh Restu puji setiyawan dan Dr. Hartono 
yang berjudul “Analisis kekonvergenan pada barisan fungsi”. dilakukan 
identifikasi barisan fungsi yang konvergen dan sifat barisan fungsi 
konvergen. Dalam barisan fungsi terdapat dua jenis kekonvergenan, yaitu 
                                                             
3 Abu Dawud. Kitabus Sunnah (syarhus sunnah). no.4597 
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kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan seragam. Jika barisan fungsi 
konvergen seragam maka barisan fungsi tersebut konvergen pointwise akan  
tetapi tidak berlaku sebaliknya
4
.  
Salah satu kekurangan dari kekonvergenan pointwise adalah ketidak 
mampuannya mempertahankan kekontinuan fungsi. Lain halnya dengan 
kekonvergenan seragam, ketika suatu barisan fungsi  dinyatakan konvergen 
seragam ke f  maka dapat dipastikan bahwa f  kontinu. Dengan kata lain, 
kekonvergenan seragam lebih kuat dari pada kekonvergenan pointwise 
dengan kemampuannya mempertahankan sifat kekontinuan fungsi. 
Sebagaimana telah dijelaskan sebelumnya bahwa kekonvergenan pointwise 
merupakan syarat perlu untuk terjadinya kekonvergenan seragam. Sehingga 
kesamaan atau ekuivalensi dapat terjadi diantara kedua kekonvergenan 
tersebut. 
Demikian  pula dengan kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan 
seragam, meskipun pada dasarnya kekonvergenan seragam lebih kuat dengan 
kelebihannya yang mampu mempertahankan kekontinuan fungsi namun ada 
hal dimana kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan seragam bernilai 
sama. 
 Pembahasan mengenai kekonvergenan barisan fungsi yang cukup luas 
memunculkan gagasan yang perlu dikaji kembali, sehingga penulis tertarik 
untuk mengkaji hal tersebut dan membahasnya dengan judul “Ekuivalensi 
                                                             
4
 Restu Puji Setiyawan dan Dr. Hartono. Analisis Kekonvergenan Barisan Fungsi. Jurnal 
matematika vol 6 no 1 tahun 2017. h 34. 
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Kekonvergenan Pointwise dan Kekonvergenan Seragam Pada Barisan 
Fungsi”. 
1.2 Rumusan Masalah 
Rumusan masalah pada penelitian ini yaitu : “Bagaimana sifat yang  
harus dipenuhi suatu barisan fungsi sehingga terjadi ekuivalensi pada 
kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan seragam?” 
1.3 Tujuan Penelitian 
Penelitian ini bertujuan untuk menunjukkan sifat yang terdapat pada  
barisan fungsi yang mengakibatkan terjadinya ekuivalensi pada 
kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan seragam. 
1.4 Manfaat 
Adapun manfaat  yang dapat diperoleh adalah : 
1. Bagi Penulis 
Penulisan skripsi ini dapat menambah pengetahuan dan wawasan penulis  
mengenai kaitan kekonvergenan pintwise dan kekonvergenan seragam. 
2. Bagi Pembaca 
Penelitian ini dapat dijadikan sebagai tambahan pengetahuan dan bahan 
materi untuk mempelajari  matematika, khususnya bidang fungsi analisis.  
3. Bagi Universitas 
Penelitian ini dapat menjadi referensi tambahan di universitas khususnya  
dalam bidang matematika. 
 
 
7 
 
 
1.5 Batasan Masalah 
Pada penulisan skripsi ini, permasalahan hanya dibatasi pada 
kekonvergenan barisan fungsi bernilai real pada interval [a,b] 
1.6 Sistematika Penulisan  
Sistematika penulisan dalam penelitian ini mencangkup lima bab, yaitu:  
1. BAB I Pendahuluan  
Bab ini berisi tentang latar belakang penelitian, rumusan masalah yang 
diangkat dalam penelitian, tujuan, dan manfaat dilaksanakannya penelitian 
serta sistematika penulisan. 
2. BAB II Tinajuan Pustaka  
Bab ini berisi informasi atau landasan teori yang membahas tentang 
kekonvergenan barisan fungsi. Sebelum masuk pada teori pokok, 
sebelumnya dipaparkan teori-teori yang menjadi dasar dari permasalahan 
yang diteliti.  
3. BAB III  Metodologi Penelitian 
Bab ini berisi jenis, waktu, dan prosedur dalam penelitian.   
4. BAB IV Hasil dan Pembahasan 
Dalam bagian ini akan dibahas mengenai sifat-sifat barisan fungsi yang 
mengakibatkan suatu barisan fungsi konvergen pointwise dan konvergen 
seragam 
5. BAB V Pentup 
Pada bagian ini merupakan jawaban dari rumusan masalah. 
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Daftar pustaka berisi acuan dalam penelitian yang dilakukan. 
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BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 
 
2.1 Himpunan Terbatas, Supremum dan Infimum, dan Sifat Archimedes 
Analisis real secara umum meliputi pengkajian dalam himpunan 
bilangan real. sehingga sifat atau karakteristik himpunan bilangan real 
dibahas dengan detail. Beberapa karakter yang terdapat dalam himpunan 
bilangan real seperti himpunan terbatas, kepemilikan supremum atau 
infmum, dan sifat Archimedes dijelaskan sebagai berikut. 
2.1.1 Himpunan Terbatas 
Himpunan dalam bilangan real biasanya disajikan dalam bentuk 
interval ataupun simbol lainnya. Secara umum, suatu himpunan dikatakan 
terbatas ketika himpunan tersebut berhingga. Secara matematis, 
himpunan terbatas didefinisikan sebagai berikut. 
Definisi 2.1 
Diberikan subset tak kosong     
a) Himpunan   dikatakan terbatas keatas (             ) jika 
terdapat suatu bilangan     sedemikian hingga     untuk semua 
   . Setiap bilangan   seperti ini disebut dengan batas atas 
(           ) dari  .  
b) Himpunan   dikatakan terbatas kebawah (             ) jika 
terdapat suatu bilangan     sedemikian hingga     untuk 
semua    . Setiap bilangan   seperti ini disebut dengan batas 
bawah (           ) dari  .  
10 
 
 
c) Suatu himpunan dikatakan terbatas (       ) jika terbatas keatas 
dan terbatas kebawah. Jika tidak, maka dikatakan tidak 
terbatas(         ).5 
Keterbatasan suatu himpunan dipengaruhi secara langsung oleh 
keberadaan batas atas dan batas bawah. Ketika batas atas atau batas 
bawah suatu himpunan tidak ada, maka himpunan tersebut dinyatakan tak 
terbatas. 
Contoh 2.1 
Himpunan             terbatas keatas, sebab untuk semua     
merupakan batas atas dari  . Himpunan ini tidak mempunyai batas 
bawah, jadi himpunan ini tidak terbatas kebawah. Sesuai dengan definisi 
keterbatasan himpunan,   merupakan himpunan yang tidak terbatas. 
2.1.2 Supremum dan Infimum 
Suatu himpunan yang terbatas dapat dengan diketahui dengan 
mudah batasnya. Akan tetapi lain halnya dengan batas optimum 
terkadang tidak dimiliki oleh suatu himpunan. Dalam bagian ini akan 
dijelaskan mengenai batas atas terkecil dan batas bawah terbesar dari 
suatu himpunan. 
Definisi 2.2 
Diberikan subset tak kosong R 
a) Jika   terbatas keatas, maka suatu bilangan   disebut supremum 
(batas atas terkecil) dari   jika memenuhi kondisi berikut: 
                                                             
5
 Wahidah Alwi. ANALISIS REAL Landasan Berfikir Formal dalam Matematika (Makassar: 
Alauddin Press:2012)h.16 
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1)   merupakan batas atas  , dan 
2) Jika   adalah sebarang batas atas  ,    . 
Ditulis        
b) Jika   terbatas kebawah, maka suatu bilangan   disebut infimum 
(batas bawah terbesar) dari   jika memenuhi kondisi berikut: 
1)   merupakan batas bawah  , dan 
2) Jika   adalah sebarang batas atas  ,    . 
Ditulis      . 6 
Suatu himpunan tak kosong   subset dari   memiliki supremum 
yang tunggal, sebab sup   merupakan batas atas terkecil dari  . Hal 
tersebut berlaku pula untuk infimum suatu himpunan. 
Lemma 2.1 
Suatu batas atas   dari himpunan tak kosong   di   adalah supremum 
dari   jika dan hanya jika untuk setiap     terdapat      sehingga 
      .
7
 
Bukti: 
Andaikan   batas atas sehingga untuk setiap    , terdapat     
sehingga       . 
Akan ditunjukkan       . Misalkan   batas atas dan    . 
andaikan    , ambil        , menurut dugaan awal maka 
terdapat      sehingga       . Akibatnya           
  .ini suatu kontradiksi bahwa   batas atas, jadi haruslah     yang  
                                                             
6
 Robert G. bartle,Introduction to real analysis (New York : John Wiley and Sons:2000), h.37 
7 Wahidah Alwi. ANALISIS REAL Landasan Berfikir Formal dalam Matematika.h.18 
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berarti   = batas atas terkecil dari    jadi       . 
Contoh 2.2 
Tentukan supremum dari himpunan            . 
Penyelesian: 
Jika diambil     maka terdapat     sedemikian sehingga    . 
Olehnya itu,   bukan batas atas dari  . Karena   sebarang untuk     
maka disimpulkan bahwa        . 
2.1.3 Sifat Archimedes 
Bilangan asli N adalah sautu bilangan yang terbatas dibawah oleh 1 
namun tidak terbatas diatas oleh R. Ketiadaan batas atas untuk N berarti 
bahwa jika dberikan sebarang bilangan real  , maka terdapat bilangan asli 
  sehingga    . 
Teorema 2.1 
Jika     , maka terdapat     sedemikian hingga     8 
Bukti: 
Ambil sebarang     . Andaikan tidak ada     sedemikian hingga 
    , maka    , untuk setiap     . Dengan kata lain,   merupakan 
batas atas N. Jadi,    ,    dan N terbatas ke atas. Menurut 
aksioma supremum, maka sup N ada, tulis       . Karena      , 
maka terdapat     sehingga      . namun       
dengan        . Timbul kontradiksi dengan   = sup N. Jadi, 
pengandaian salah, yang benar adalah ada     sehingga      
                                                             
8 Wahidah Alwi. ANALISIS REAL Landasan Berfikir Formal dalam Matematika. h.22 
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Akibat 2.1 
Jika     
 
 
      , maka       .9 
Bukti: 
  terbatas ke bawah oleh 0, sehingga inf S ada. misalkan       , Jelas 
bahwa    0. Jika diambil sebarang    , menurut Sifat Archimedes, 
terdapat     sedemikian hingga 
 
 
  , atau 
 
 
  . sehingga diperoleh 
bahwa     
 
 
  . Karena     sebarang, berdasarkan Teorema 
yang menyatakan jika     sedemikian sehingga       untuk setiap 
    maka    . berakibat bahwa    . Terbukti bahwa       . 
Akibat 2.2 
Jika     maka terdapat      sedemikian hingga   
 
  
   10 
Bukti 
Diketahui bahwa      
 
 
       ,  dan    , sehingga   bukan batas 
bawah himpunan   
 
 
     . Akibatnya terdapat      sedemikian 
hingga   
 
  
  . 
Akibat 2.3 
Jika    , maka terdapat      sedemikian hingga        
  .
11
 
 
                                                             
5
 Robert G. bartle,”Introduction to real analysis”, h. 42 
10
Robert G. bartle,”Introduction to real analysis”, h. 42 
11 Robert G. bartle,”Introduction to real analysis”, h. 42 
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Bukti 
Menurut sifat Archimedes, subset              dari N tidak  
kosong. Menurut Sifat Urutan,    merupakan elemen terkecil dari   . 
sehingga      bukan elemen   . Maka diperoleh bahwa        
  . 
Akibat 2.1-2.3 menunjukkan sifat Archimedes di R. 
2.2 Barisan 
Barisan bilangan real merupakan suatu daftar bilangan real 
               atau dapat diartikan sebagai suatu aturan yang mengaitkan 
setiap bilangan asli   dengan sebuah bilangan real tunggal   . Dalam hal ini, 
   disebut sebagai suku ke-n barisan tersebut.  
Definisi 2.3 
Barisan bilangan real (atau barisan di R) adalah fungsi yang didefinisikan 
pada himpunan  dengan range dalam   12 
Secara umum barisan dalam suatu himpunan R merupakan pengawanan 
suatu bilangan asli kebilangan real. Barisan biasa dinotasikan dengan      
yang berarti nilai   pada . 
Contoh 2.3 
Jika    , maka        adalah barisan berbentuk 
                  . Jika   diganti 
 
 
 maka  
 
 
  
       
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
  
   . 
                                                             
12 Wahidah Alwi. ANALISIS REAL Landasan Berfikir Formal dalam Matematika. h.27 
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2.2.1 Limit Barisan dan Barisan Konvergen 
Kekonvergenan suatu barisan dipengaruhi secara langsung oleh  
limit barisan. Suatu barisan yang konvergen, maka barisan tersebut 
limitnya ada. Secara detail dijelaskan dalam definisi berikut. 
Definisi 2.4 
Barisan        dikatakan konvergen ke    , atau   dikatakan limit 
barisan      jika untuk setiap     terdapat bilangan asli      
sedemikian hingga untuk setiap       , untuk    berlaku        
 .13 
Selanjutnya, dijelaskan teorema mengenai limit barisan kovergen 
dimana suatu barisan yang konvergen akan kovergen ke satu titik 
(ketunggalan nilai limit). 
Teorema 2.2 
Jika barisan (    ) konvergen, maka (    ) mempunyai paling banyak satu 
limit (limitnya tunggal).
14
 
Bukti: 
Misalkan              dan               dengan      . Jika 
diambil       terdapat     sedemikian sehingga      
   
 
 
 untuk 
setiap      dan terdapat    sedemikian sehingga        
 
 
 untuk 
semua     . Dipilih   max      }. Menurut Ketaksamaan Segitiga 
untuk     diperoleh  
                                                             
13
Wahidah Alwi. ANALISIS REAL Landasan Berfikir Formal dalam Matematika h. 29 
14 Wahidah Alwi. ANALISIS REAL Landasan Berfikir Formal dalam Matematika h. 29 
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            -     -    
                   
   
 
 
 
 
 
   
Karena berlaku untuk setiap       , maka         yang berarti 
     . Kontradiksi dengan pengandaian, sehingga terbukti bahwa limit  
     tunggal. 
Contoh 2.4 
Tunjukkan bahwa barisan 
 
 
 konvergen dengan       
 
 
  . 
Jawab: 
Ambil      , maka 
 
 
  . Menurut Sifat Archimedes, maka terdapat 
       sedemikian hingga 
 
 
      atau 
 
    
  . Akibatnya untuk 
setiap          berlaku  
 
 
     
 
 
  
 
 
 
 
    
   . Jadi,  
 
 
    
  atau       
 
 
  . Sehingga barisan 
 
 
 diketahui konvergen ke 0. 
 Barisan yang tidak konvergen atau biasa disebut divergen adalah 
barisan yang tidak memiliki limit, seperti yang termuat dalam definisi 
berikut.  
Definisi 2.5 
Jika barisan bilangan real        
  mempunyai limit  , dapat dikatakan 
bahwa        
  konvergen ke  . Jika        
  tidak memiliki limit, dapat 
dikatakan bahwa        
  divergen.
15
 
                                                             
15 Richard R. Goldberg. Method of real analysis (New York : John Wiley and Sons:1976). h.33 
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Menurut definisi tersebut, barisan divergen disebabkan tidak adanya limit 
atau nilai limitnya tak hingga. Hal ini disebabkan suatu barisan yang 
semakin membesar ataupun barisannya adalah barisan yang berosilasi. 
Contoh 2.5 
       
  
      divergen sebab      merupakan barisan yang berosilasi dengan 
     saat   ganjil dan    saat   genap. 
2.2.2 Teorema – Teorema Limit 
Pada bagian ini akan dibahas mengenai teorema yang berkaitan 
dengan limit pada barisan bilangan real, dimana sangat dibutuhkan untuk 
mengetahui kekonvergenan suatu barisan. 
Definisi 2.6 
Barisan bilangan real        dikatakan terbatas jika terdapat bilangan 
real    sedemikian hingga       untuk semua    .
16 
Oleh karena itu, barisan (  ) terbatas jika dan hanya jika himpunan 
{       } merupakan subset terbatas dalam  . 
Contoh 2.6 
Barisan     
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
    
  adalah barisan terbatas karena  
 
    
    
untuk semua    . 
Teorema 2.3 
Jika        konvergen, maka        terbatas.
17
 
                                                             
16
 Robert G. bartle,”Introduction to real analysis”, h.63 
17 William F. Trench,Introduction to real analysis (Trinity University:2013), h.182 
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Bukti: 
Diketahui           dan ambil     , maka terdapat bilangan asli 
       sedemikian hingga berlaku          untuk semua     .  
Dengan ketaksamaan segitiga  untuk     maka diperoleh 
                               
Jika dipilih 
                                 
Maka terbukti bahwa        untuk semua    . 
Teorema 2.4 
Jika                 , dan    , maka  
(i)         
(ii)          
(iii)        18 
Bukti: 
(i) Ambil sebarang       . Karena        , maka terdapat 
     sedemikian hingga untuk setiap      berlaku        
 
 
. Karena         , maka terdapat      sedemikian hingga 
untuk setiap      berlaku        
 
 
. Pilih     max{      } , 
maka akibatnya untuk       berlaku 
                               
                       
 
 
 
 
 
    
                                                             
18 Zaky Riyanto, pengantar analisis real 1(Universitas Ahmad Dahlan:2010). h. 45 
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Karena berlaku untuk semua    , maka (     ) konvergen ke 
    . Pembuktian untuk (     ) konvergen ke      serupa. 
Hal ini membuktikan bahwa           . 
(ii) Disini akan ditunjukkan bahwa untuk      terdapat     
sedemikian sehingga untuk      berlaku            . Telah 
diketahui bahwa 
                            
                     
                      
Karena        , maka (  ) terbatas, olehnya itu terdapat    
   sedemikian sehingga         , untuk      . Misalkan    
max {      }. Dipilih      . Karena (  ) →  , maka terdapat 
     sehingga untuk       berlaku        
 
  
 . Karena 
(  ) → , maka terdapat      sehingga untuk       berlaku 
       
 
  
. Misalkan    max{     }, maka untuk      
berlaku .  
                                   
                  
 
  
 
 
  
  
 
 
 
 
 
   
Hal ini membuktikan bahwa       . 
(iii) Pilih    . Karena (  ) →  , maka terdapat     sedemikian 
sehingga untuk semua     berlaku       
 
 
. Perhatikan 
pertidaksamaan berikut yang menyatakan bahwa  
20 
 
 
                                                      
                 
                  
Karena (  ) → , maka (  ) terbatas, olehnya itu terdapat     
sedemikian sehingga       , untuk      . Akibatnya 
                         
 
 
           
 
 
   
Sehingga terbukti bahwa untuk sebarang     terdapat     dan 
untuk       berlaku             yang berimplikasi bahwa 
     . 
Contoh 2.7 
      
 
 
 
 
 
   
 
 
               ; konvergen ke 0 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
   
           ; konvergen ke 0 
       
 
 
 
 
 
 
 
  
    ; konvergen ke       
       
 
 
 
 
 
 
 
  
    ; konvergen ke       
       
 
 
 
 
 
 
 
  
     ; konvergen ke       
          
 
 
 
 
 
 
 
 
    ; konvergen ke         
Teorema 2.5 
Jika          dan            dengan         untuk 
semua     , maka 
 
 
  
  
  
  
 
 
.
19
 
 
                                                             
19 Hanna Arini Parhusip. “Analisa Real (Salatiga: Tisara Grafika:2013), h.38 
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Bukti: 
Pertama dibuktikan bahwa 
 
 
  
 
  
  
 
 
. Misalkan   
 
 
   , maka 
     . Karena          , maka terdapat      sehingga untuk 
      berlaku         , merujuk pada akibat ketaksamaan 
segitiga bahwa                     untuk     , yang berarti 
 
 
               untuk     . Oleh karena  
 
    
 
 
   
 untuk   
  , maka diperoleh 
    
 
  
 
 
 
   
    
   
  
 
     
 
 
    
      . 
Kemudian dipilih      maka terdapat      sedemikian sehingga 
jika     , maka         
 
 
     . Misalkan diambil       max 
      }, maka  
 
  
 
 
 
    untuk        . Karena berlaku untuk 
     , sehingga hal ini membuktikan bahwa     
 
  
  
 
 
 atau  
 
  
  
konvergen ke 
 
 
. Menggunakan teorema 2. 4 (ii) dan dengan mengambil Y 
sebagai barisan  
 
  
 , maka      
  
  
    
 
 
  
 
 
 . 
2.2.3 Barisan Monoton 
Salah satu jenis barisan yang mudah dipelajari kekonvergenannya 
adalah barisan monoton. Berikut ini diberikan pengertian mengenai 
barisan naik dan turun monoton. 
Definisi 2.7 
Diberikan barisan bilangan real        
22 
 
 
(i) Barisan   dikatakan naik (increasing) jika         untuk semua 
   .  
(ii) Barisan   dikatakan naik tegas (strictly increasing) jika         
untuk semua    .  
(iii) Barisan   dikatakan turun (decreasing) jika        untuk semua 
   .  
(iv) Barisan   dikatakan turun tegas (strictly decreasing) jika    
    untuk semua    .
20
 
Contoh 2.8 
(a).  Barisan naik (increasing) 
1) (1,1,3,3,5,5,…) 
2) (1,1,1,2,2,3,3,…) 
(b).  Barisan naik tegas (strictly increasing) 
1) (  
 
 
 
 
 
   
 
 
  ) 
2) (              )  jika     
(c).  Barisan turun (increasing) 
1) (              )  jika       
2) (1,1,-1,-2,-2,-3,-3,…) 
3) Barisan turu tegas (strictly increasing) 
1) (               ) 
2) (              )  jika       
 
                                                             
20
Wahidah Alwi. ANALISIS REAL Landasan Berfikir Formal dalam Matematika. h.39 
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Definisi 2.8 
Barisan        dikatakan monoton jika berlaku salah satu   naik atau 
  turun.21 
Contoh 2.9 
(a) Monoton naik 
1) (1,2,3,…,n,…) 
2) (1,1,1,2,2,3,3,…) 
(b) Monoton turun 
1) (  
 
 
 
 
 
   
 
 
  ) 
2) (              )  jika       
(c) Tidak monoton 
1)                          
2)                   
Selanjutnya dijelaskan teorema yang berlaku pada barisan monoton 
dan terbatas dimana limitnya berkaitan dengan kepemilikan supremum 
atau infimum suatu barisan. 
Teorema 2.6 
(i) Jika        naik (monoton) dan terbatas ke atas, maka        
konvergen dengan  
                                                                           . 
                                                             
21 Wahidah Alwi. ANALISIS REAL Landasan Berfikir Formal dalam Matematika. h.40 
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(ii) Jika        turun (monoton) dan terbatas ke bawah, maka 
       konvergen dengan  
                                                             .
22
 
Bukti: 
(i) Karena        terbatas ke atas, maka terdapat     sedemikian 
hingga      untuk semua     . Namakan           , 
maka     , terbatas ke atas dan tidak kosong. Menurut Sifat 
Lengkap, maka   memiliki supremum, misalkan       . Diambil 
   , maka terdapat     sedemikian hingga         . 
Karena   monoton naik, maka untuk      berlaku  
                
Atau 
                    
 
Ini membuktikan bahwa        konvergen ke           
            . 
(ii) Karena        terbatas ke bawah, maka terdapat     
sedemikian hingga      untuk semua    . Namakan   
        , maka    , terbatas ke bawah dan tidak kosong. 
Menurut Sifat Lengkap, maka infimum   ada, namakan       . 
Diambil    , maka terdapat     sedemikian hingga      
   . Karena   turun monoton, maka untuk     berlaku  
                                                             
22 Wahidah Alwi. ANALISIS REAL Landasan Berfikir Formal dalam Matematika. h.40 
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Atau 
                    
 
Ini membuktikan bahwa        konvergen ke           
            . 
2.2.4 Barisan Bagian 
Suatu barisan      memiliki barisan bagian. Barisan bagian 
tersebut      bergantung pada barisan     . Jika      monoton maka 
      juga merupakan barisan yang monoton. 
Definisi 2.9 
Diberikan barisan bilangan real          dan diberikan barisan 
bilangan asli naik tegas             . Barisan  
          
dengan                         disebut dengan barisan bagian atau 
sub barisan (subsequences) dari  .23 
Contoh 2.10 
                        
                   
      merupakan barisan bagian dari       
Teorema berikut ini akan menjelaskan mengenai kekonvergenan barisan 
bagian. 
 
                                                             
23
Wahidah Alwi. ANALISIS REAL Landasan Berfikir Formal dalam Matematika. h.42 
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Teorema 2.7 
Jika           konvergen ke bilangan real  , maka suatu barisan bagian 
         dari   juga konvergen ke  .
24
 
Bukti: 
Ambil     dan      sedemikian hingga untuk setiap        berlaku 
        . Karena untuk setiap     berlaku        , maka untuk 
setiap        berlaku          . Sehingga          . 
Terbukti bahwa          konvergen ke  . 
Contoh 2.11 
        
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
  
 
Dapat dilihat bahwa      merupakan barisan bagian dari      dan 
keduanya monoton kebawah. Barisan      diketahui konvergen ke 0 
dengan       
 
 
  . Begitu pula dengan barisan bagiannya yaitu      
juga konvergen ke 0 dengan       
 
  
  . 
2.2.5 Barisan Cauchy 
Teorema-teorema yang dibahas sebelumnya terkadang masih tidak bisa 
digunakan dalam beberapa kasus. Sehingga berikut akan dijelaskan 
teorema selisih atau lebih dikenal dengan teorema Cauchy. 
 
 
                                                             
24 Wahidah Alwi. ANALISIS REAL Landasan Berfikir Formal dalam Matematika. h.43 
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Definisi 2.10 
Barisan bilangan real        disebut barisan Cauchy jika untuk setiap 
    terdapat        sedemikian hingga untuk setiap ,       
dengan         , berlaku          .
25
 
Lemma 2.2 
Jika        barisan bilangan real yang konvergen, maka   merupakan 
barisan Cauchy.
26
 
Bukti: 
Misalkan       . Diambil    , maka terdapat   
 
 
    
sedemikian Sehingga jika     
 
 
 , maka        
 
 
. Olehnya itu, 
jika       
 
 
  dan jika         , diperoleh  
                                                  
               
 
 
 
 
 
   
Pertidaksamaan ini berlaku untuk      , sehingga menunjukkan bahwa 
     merupakan barisan Cauchy. 
Contoh 2.12 
Didefinisikan      dengan     ,     , dan      
 
 
         ,  
   . 
Dapat diperiksa bahwa untuk setiap    , maka             
 
  
. 
Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga, untuk    diperoleh  
                                                             
25
 Wahidah Alwi. ANALISIS REAL Landasan Berfikir Formal dalam Matematika. h. 48 
26 Robert G. bartle,”Introduction to real analysis”, h.86 
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Diambil    , pilih bilangan asli   sedemikian sehingga 
 
    
  . Jika 
     , maka diperoleh         
 
    
  . Sehingga diketahui 
bahwa      adalah barisan Cauchy dan      konvergen. 
Lemma 2.3 
Jika        barisan Cauchy, maka   terbatas.
27
 
Bukti: 
Misalkan        merupakan barisan Cauchy. Ambil    . Jika 
       dan    , maka          . Kemudian dengan 
ketaksamaan segitiga, diperoleh             untuk     . misalkan 
                                , maka diperoleh n    
  untuk semua     . Jadi, terbukti bahwa   terbatas. 
Keterbatasan dari barisan Cauchy berhubungan langsung dengan 
Teorema 2.3 yaitu keterbatasan barisan konvergen. Dimana cukup jelas 
pada Lemma 2.2 bahwa jika suatu barisan konvergen maka barisan 
tersebut adalah barisan Cauchy. 
2.3 Barisan Fungsi 
Barisan fungsi merupakan barisan yang elemennya adalah berupa 
fungsi. Sehingga fungsi untuk setiap suku bergantung pada bilangan asli. 
Barisan fungsi memiliki dua jenis kekonvergenan, yaitu kekonvergenan 
pointwise dan kekonvergenan seragam yang dijelaskan sebagai berikut. 
 
                                                             
27 Robert G. bartle,”Introduction to real analysis”, h.86 
29 
 
 
2.3.1 Barisan Fungsi Konvergen pointwise 
Kekonvergenan barisan bilangan real menyatakan bahwa nilai   
bergantung pada  . Namun pada barisan fungsi adanya interval yang 
diberikan membuat   bergantung pada nilai   selain nilai  . 
Kekonvergennan tersebut dikenal dengan kekonvergenan pointwise yang 
dijelaskan dalam definisi berikut. 
Definisi 2.11 
Barisan fungsi       dikatakan konvergen pointwise ke suatu fungsi   
 jika                 , untuk setiap     dimana    .
28
 
       Definisi tersebut menunjukkan bahwa suatu barisan fungsi konvergen 
pointwise kesuatu fungsi asalkan limitnya ada. Tetapi cukup jelas bahwa 
nilai dari interval yang diberikan sangat mempengaruhi nilai limitnya 
sebagaimana dalam lemma berikut. 
Lemma 2.4 
Suatu barisan fungsi       pada himpunan     konvergen ke suatu 
fungsi jika dan hanya jika untuk setiap     dan setiap     ada 
bilangan asli      sedemikian sehingga untuk semua        berlaku 
              .
29
 
Bukti: 
Jika          konvergen pointwise ke suatu fungsi maka      dan 
                      berlaku               . Menurut 
Definisi 2.11, jika barisan fungsi konvergen ke suatu fungsi pada 
                                                             
28
 Richard R. Goldberg.Method of Real Analysis. h.252 
29 Robert G. Bartle.Introduction to Real Analysis. h.229 
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himpunan   maka diperoleh                 . Akibatnya        
              . Pertidaksamaan di atas menunjukkan bahwa 
  berpengaruh terhadap   untuk memenuhi pertidaksamaan. Sehingga 
jelas bahwa dalam memenuhi pertidak samaan,   bergantung terhadap 
nilai   dan  .  
Contoh 2.13 
Tentukan kekonvergenan barisan          
  
   
 
 
   pada   
      dengan    . 
Penyelesaian:  
Fungsi                
  
   
 
 
             dan       
         
  
   
 
 
         yang berarti                   
berlaku                  
  
   
 
 
        
 
   
 
 
    untuk 
        dan                  
  
   
 
 
         untuk    . 
Secara umum diketahui bahwa Barisan fungsi           
  
   
 
 
  
konvergen pointwise di         yaitu konvergen pointwise ke 0 untuk 
        dan konvergen pointwise ke 1 untuk      
2.3.2 Barisan fungsi konvergen Seragam 
Kekonvergenan pointwise mengindikasikan bahwa secara umum    
bergantung pada  , selain nilai  . Akan tetapi jika   belaku untuk setiap 
  yang diberikan, maka barisan fungsi disebut konvergen seragam. 
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Definisi 2.12 
Barisan fungsi       bernilai riil di    . Barisan fungsi       dikatakan 
konvergen seragam ke fungsi   di  , jika diberikan    ,      
              ,      ,    . Fungsi      merupakan nilai limit 
dari       untuk nilai    .
30
 
Akibat 2.4 
Barisan fungsi       tidak konvergen seragam ke   di   jika dan hanya 
jika          yang memenuhi                        , 
     31 
Bukti: 
Sesuai dengan definisi bariasan konvergen seragam bahwa Barisan fungsi 
      dikatakan konvergen seragam ke fungsi   di  , jika diberikan    , 
                   ,      ,    . Fungsi      merupakan 
nilai limit dari       untuk nilai    , diketahui bahwa jika diambil 
    maka       memenuhi pertidaksamaan               . 
Jadi, jika diambil     sehingga tidak ada      yang memenuhi 
pertidaksamaan                maka       dinyatakan tidak 
konvergen seragam. 
Contoh 2.14 
Barisan fungsi       
 
    
        . 
                                                             
30
Richard R. Goldberg.Method of Real Analysis. h.255 
31
 Richard R. Goldberg.Method of Real Analysis. h.256 
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      konvergen ke 0 dengan       
 
    
  . Tetapi       tidak 
konvergen seragam ke 0 karena jika diambil   
 
 
 dan    , maka 
              
 
   
    
 
   
 
 
 
. 
Lemma 2.5 
Barisan fungsi       tidak konvergen seragam ke fungsi   di   jika dan  
hanya jika untuk suatu      ada subbarisan       dari      dan barisan 
     pada   sedemikian sehingga berlaku                    untuk 
semua    .32 
Bukti: 
Karena barisan fungsi       tidak konvergen seragam menuju fungsi   
maka ada      dan subbarisan     sedemikian sehingga          
     0 untuk semua    . Untuk suatu  0 terdapat nilai   pada   
sedemikian sehingga pertidaksamaan tersebut bernilai lebih dari atau 
sama dengan   . Nilai   yang memenuhi pertidaksamaan di atas dapat 
berupa sebuah barisan {  } pada   sedemikian sehingga          
     0. 
Contoh 2.15 
Barisan fungsi        
          .  
                                                             
32 Robert G. Bartle.Introduction to Real Analysis. h. 230 
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Jika      dan     
 
 
 
 
 
 dan   
 
 
, kemudian kita tinjau nilai 
                 
 
 
    
 
 
, maka                 
 
 
. Sehingga 
      tidak konvergen seragam pada interval       . 
Seperti halnya dalam barisan bilangan real, dalam barisan fungsi 
juga dikenal kriteria Cauchy dengan memperhatikan nilai mutlak dari 
selisih suku yang berdekatan sebagaimana disajikan dalam teorema 
berikut. 
Teorema 2.8 (Kriteria Cauchy) 
Barsian fungsi       konvergen seragam ke   di   jika dan hanya jika 
diberikan      maka ada bilangan asli      sedemikan sehingga 
               , untuk semua      ;     33 
Bukti: 
Misalkan      konvergen seragam ke   di  . Diberikan     
 
 
  , 
barisan fungsi       konvergen seragam ke   sedemikian sehingga 
                          
 
 
.   merupakan bilangan asli juga 
dimana     , berlaku              
 
 
. Maka diperoleh 
                                                   
                                                                
 
 
 
 
 
  . 
Teorema 2.9 
Misalkan      konvergen seragam ke   pada suatu interval      . Jika 
   kontinu di       untuk tiap     , maka   juga kontinu di  .
34
 
                                                             
33 Richard R. Goldberg.Method of Real Analysis. h.257 
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Bukti: 
Ambil    , kemudian pilih      sedemikian sehingga untuk 
      dan     berlaku               
 
 
 . Karena    kontinu di 
 , maka suatu interval         yang memuat   sedemikian sehingga 
untuk setiap         berlaku                  
 
 
 . Jadi, untuk setiap 
       , kita mempunyai                                  
                                       
 
 
   
 
 
    
 
 
    . Ini 
membuktikan bahwa   kontinu di  . 
Contoh 2.16 
Tentukan kekonvergenan barisan fungsi          
 
 
  pada interval 
     . 
Penyelesaian: 
          
 
 
  kontinu pada [0,1] dengan                   dan 
barisan tersebut kovergen seragam ke   (dibuktikan dengan criteria 
chauchy). Ambil     sehingga untuk        berlaku 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
, maka berlaku 
               
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
   
Maka       adalah barisan Cauchy sehingga       konvergen seragam. 
Selanjutnya, dapat diidentifikasi bahwa                    dan 
   
   
          menunjukkan bahwa      kontinu di       
 
 
 
                                                                                                                                                                       
34 Hendra Gunawan.Pengantar Analisis Real.h.134 
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BAB III 
METODOLOGI PENELITIAN 
3.1 Jenis Penelitian 
Jenis penelitian ini adalah kajian pustaka. 
3.2 Waktu Penelitian 
Penelitian ini dilaksanakan mulai pada bulan Februari 2018 sampai 
Maret 2018. 
3.3 Prosedur penelitian 
 Langkah –langkah enelitian ini adalah sebagai berikut: 
1. Mencari hubungan antara kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan 
seragam berdasarkan definisi dari kedua kekonvergenan tersebut. 
2. Menganalisis sifat yang berlaku pada kekonvergenan pointwise  
3. Menganalisis sifat yang berlaku pada kekonvergenan seragam 
4. Menentukan sifat yang yang berlaku pada kekonvergenan pointwise 
sekaligus berlaku pada kekonvergenan seragam. 
5. Menentukan ekuivalensi kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan 
seragam berdasarkan karakteristik barisan fungsi. 
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BAB IV 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
4.1  Ekuivalensi kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan seragam 
     Kekonvergenan dalam barisan fungsi terbagi menjadi dua, yang 
pertama adalah kekonvergenan pointwise yang dinyatakan konvergen dengan 
bergantung pada setiap nilai dalam interval yang diberikan. Kemudian yang 
kedua adalah kekonvergenan seragam yang dinyatakan konvergen dan 
berlaku untuk semua nilai interval yang diberikan. 
     Kekonvergenan seragam yang menyatakan limit barisan      yang 
berlaku untuk semua nilai   mengakibatkan kekonvergenan pointwise atau 
dengan kata lain, kekonvergenan pointwise merupakan syarat perlu untuk 
kekonvergenan seragam. Hal ini dapat dilihat dari definisi konvergen 
pointwise yang diperjelas dengan lemma 2.45 bahwa, Barisan           
konvergen pointwise ke suatu fungsi jika dan hanya jika      dan    
                   berlaku               . Pertidaksamaan ini 
menyatakan bahwa untuk memenuhi pertidaksamaan,   tidak hanya 
dipengaruhi oleh nilai  , akan tetapi   juga berpengaruh dalam memenuhi 
pertidaksamaan. Kemudian menurut definisi konvergen seragam, Barisan 
           konvergen seragam kesuatu fungsi di  , jika diberikan    , 
                   ,      ,    . Pertidaksamaan ini 
menunjukkan bahwa dalam memenuhi pertidaksamaan, hanya nilai   yang 
berpengaruh terhadap   dan nilai   berlaku untuk semua nilai    
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Penjelasan tersebut menunjukkan bahwa kekonvergenan pointwise 
memuat kekonvergenan seragam yang berarti suatu barisan      konvergen 
seragam jika dan hanya jika      konvergen pointwise dan ketika nilai dari 
keduanya ada maka nilainya sama. 
kasus 4.1 (Bartle: The Elements of Real Analysis, h.122) 
Tentukan kekonvergenan barisan fungsi        
 
 
               .  
Penyelesaian: 
Fungsi            
 
 
            yang berarti              
     berlaku               
 
 
    
 
 
   yang berarti berdasarkan   
dan   yang diberikan barisan       konvergen pointwise ke 0 pada interval 
[0,1]  dan barisan fungsi       
 
 
  konvergen seragam menuju         
untuk           karena nilai  
 
 
    
 
 
    yang berarti jika diambil 
sebarang nilai     ada nilai     sedemikian sehingga  
 
 
      
berlaku untuk semua         . 
Kasus diatas menunjukkan bahwa kekonvergenan pointwise merupakan 
syarat perlu suatu barisan fungsi konvergen seragam. 
4.2   Sifat barisan fungsi konvergen poitnwise 
     Barisan fungsi konvergen pointwise yang pada dasarnya dikatakan 
konvergen dengan kebergantungannya pada nilai-nilai dalam interval 
mengakibatkan nilai limit dari barisan dapat lebih dari satu. Hal ini dapat 
dilihat dengan mengandaikan barisan      konvergen ke   dan   dengan 
   . Maka untuk sebarang       terdapat        sedemikian sehingga 
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 untuk setiap         dan terdapat        sedemikian 
sehingga        
 
 
 untuk setiap        .  
Dipilih      max     
       }. Menggunakan Ketaksamaan Segitiga, maka 
untuk        diperoleh  
          -       -   
                 
   
 
 
 
 
 
   
Karena berlaku untuk setiap       akan tetapi tetap bergantung terhadap 
nilai  , maka       atau       yang berarti secara umum   tidak 
selalu sama dengan  . 
       Nilai limit yang dapat lebih dari satu dari barisan fungsi konvergen 
pointwise mengidikasikan bahwa kekonvergenan pointwise tidak mampu 
mempertahankan kekontinuan suatu fungsi. Sehingga barisan       yang 
kontinu di     dan konvergen pointwise ke      tidak sepenuhnya dapat 
disimpulkan bawa      kontinu di    . 
Kasus 4.2 (Hendra Gunawan: Pengantar Analisis Real, h.131) 
Tentukan kekonvergenan barisan fungsi         
           .  
Penyelesaian: 
Fungsi              
                   dan       
       
              yang berarti                   
berlaku                
     
 
 
   untuk         dan        
                 untuk    . Secara umum diketahui bahwa 
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Barisan fungsi         
  konvergen pointwise di         yaitu 
konvergen pointwise ke 0 untuk         dan konvergen pointwise ke 1 
untuk      
Kasus 4.2 menunjukkan bahwa       kontinu pada interval [0,1] sedangkan      
tidak kontinu pada interval [0,1]. Jadi secara umum diketahui bahwa 
kekonvergenan pointwise tidak mampu mempertahankan kekontinuan fungsi. 
Kemiripan barisan bilangan real dengan barisan fungsi mengakibatkan 
beberapa sifat barisan dalam bilangan real dapat terjadi dalam barisan fungsi. 
Suatu barisan fungsi dikatakan monoton naik apabila         dan 
dikatakan monoton turun jika        . Selanjutnya dengan melihat definisi 
dari himpunan terbatas dapat diketahui bahwa suatu barisan fungsi       
yang konvergen seragam adalah barisan terbatas. Hal ini dapat dilihat dengan 
mengandaikan      konvergen ke   dan ambil     , maka terdapat 
bilangan asli           sedemikian hingga berlaku          untuk 
semua        . Jika digunakan ketaksamaan segitiga  dengan        
maka didapat 
                               
Jika dipilih 
                                 
Maka itu menyatakan bahwa        untuk semua        
Kasus 4.3: 
Tentukan kekonvergenan barisan fungsi           untuk     
 
 
 dan  
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        untuk 
 
 
    . Dapat dilihat bahwa       terbatas        
dan naik monoton          untuk setiap    Fungsi                
                dan                            yang berarti 
                  berlaku                         
untuk         dan                         untuk    . 
Secara umum diketahui bahwa Barisan fungsi           konvergen 
pointwise di         yaitu konvergen pointwise ke 1 untuk         dan 
konvergen pointwise ke 0 untuk      
Kasus ini menunjukkan keterbatasan suatu barisan sebagai syarat 
konvergennya barisan tesebut. 
4.3 Sifat barisan fungsi konvergen seragam  
Definisi kekonvergenan seragam menunjukkan bahwa hanya   yang 
berpengaruh terhadap   untuk memenuhi pertidaksamaan definisi limit. Hal 
tersebut mengakibatkan kekonvergenan seragam sama halnya dengan 
kekonvergenan barisan bilangan real. selanjutnya sifat dasar dari barisan 
kovergen yang berlaku dibarisan fungsi konvergen seragam diantaranya 
ketunggalan nilai limit barisan dan ketebatasan barisan konvergen seragam  
disajikan pada Teorema 4.1 dan Teorema 4.2. 
Teorema 4.1 
Jika barisan      konvergen seragam, maka limit barisan      tunggal. 
Bukti: 
Andaikan barisan      konvergen ke   dan   dengan    . Maka untuk 
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sebarang       terdapat      sedemikian sehingga        
 
 
 untuk 
setiap       dan terdapat     sedemikian sehingga        
 
 
 untuk 
setiap      . Dipilih    max   
     }. Menggunakan Ketaksamaan 
Segitiga, maka untuk      diperoleh  
          -       -   
                 
   
 
 
 
 
 
   
Karena berlaku untuk setiap       , maka       yang berarti    . 
Kontradiksi dengan pengandaian. Jadi, terbukti bahwa limitnya tunggal. 
Ketunggalan nilai limit pada barisan fungsi yang konvergen seragam 
merupakan indikasi dari kekontinuan nilai      yang merupakan limit dari 
barisan      . Sebagaimana telah dibuktikan pada teorema 2.50 bahwa 
barisan      yang konvergen seragam ke   pada suatu interval      . Jika    
kontinu di       untuk tiap     , maka   juga kontinu di  . Jadi dapat 
diketahui bahwa secara umum kekonvergenan seragam mampu 
mempertahankan kekontinuan suatu fungsi. 
Teorema 4.2 
Jika barisan      konvergen seragam, maka      terbatas. 
Bukti: 
Diketahui      konvergen ke   dan ambil     , maka terdapat bilangan 
asli         sedemikian hingga berlaku          untuk semua 
     . Jika digunkan ketaksamaan segitiga  dengan      maka didapat 
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Jika dipilih 
                                 
Maka itu menyatakan bahwa        untuk semua      
      Sebagaimana dalam barisan bilangan real, barisan      dikatakan naik 
monoton jika         dan barisan      dikatakan turun monoton jika 
       . Sebuah barisan      dikatakan monoton apabila      monoton 
naik atau monoton turun. Suatu barisan      yang monoton naik atau 
monoton turun dan juga terbatas belum tentu konvergen seragam. Hal ini 
disebakan barisan      belum tentu memiliki supremum atau infimum. 
Teorema 4.3 
(1). Jika barisan      naik monoton dan mempunyai supremum maka  
barisan      konvergen seragam ke supremumnya. 
(2). Jika barisan      turun monoton dan mempunyai infimum maka  
barisan      konvergen seragam ke infimumnya. 
Bukti: 
(iii) Misalkan             dan       . Diambil    , maka 
terdapat       sedemikian hingga         . Karena      naik 
monoton, maka untuk      berlaku  
                
Atau 
                    
Jadi, terbukti bahwa      konvergen ke                . 
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(iv) Misalkan             dan       . Diambil    , maka 
terdapat       sedemikian hingga         . Karena      turun 
monoton, maka untuk      berlaku  
                
Atau 
                    
 
Jadi, terbukti bahwa       konvergen ke                .  
Sebagai contoh, akan dibahas kembali kasus 4.2 yaitu        
  pada      . 
Pada kasus ini,       monoton turun yaitu               dan       
terbatas dengan          . Nyatanya       konvergen pointwise ke 
       untuk         dan        untuk    , dan       tidak 
konvergen seragam pada        . 
Jadi, cukup jelas bahwa meskipun       terbatas tetapi tidak memiliki 
supremum atau infimum maka       tidak konvergen seragam. Dalam hal ini 
keterbatasan       menjadi syarat perlu untuk adanya supremum atau 
infimum dari      . 
       Selanjutnya, Barisan      dikatakan naik seragam (uniformly 
nondecreasing) jika diberikan     terdapat     sehingga untuk      
berlaku                  . Barisan      dikatakan turun seragam 
(uniformly nonincreasing) jika diberikan     terdapat     sehingga 
untuk      berlaku                    
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       Pembahasan terakhir untuk kekonvergenan seragam yaitu teorema yang 
menjamin suatu barisan fungsi      konvergen seragam ke fungsi   yang 
disajikan dalam teorema berikut. 
Teorema 4.4 
Diberikan barisan       terbatas. 
(i) Jika       naik seragam maka       memiliki supremum. Lebih jauh, 
barisan       konvergen ke supremumnya.  
(ii) Jika       turun seragam maka       memiliki infimum. Lebih jauh, 
barisan       konvergen ke infimumnya. 
Bukti: 
(i) Misalkan       terbatas dan monoton seragam (naik). Diambil     
terdapat     sehingga untuk       berlaku  
                                 . 
Karena       terbatas pada interval       maka       terbatas di  . 
Menurut sifat lengkap, maka terdapat               untuk    
     . Berdasarkan Teorema 4.3, maka       konvergen ke 
supremumnya. 
(ii) Diberikan barisan       terbatas dan turun seragam. Diambil     
maka terdapat     sehingga untuk       berlaku  
                                  . 
Karena       terbatas pada interval       maka       terbatas di  . 
Menurut sifat lengkap, terdapat                untuk         . 
Berdasarkan Teorema 4.3, maka       konvergen ke infimumnya. 
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      Barisan fungsi yang monoton turun seragam atau naik seragam ditentukan 
oleh nilai   sehingga suatu barisan fungsi dikatakan monoton seragam jika   
yang digunakan juga berlaku untuk mencari nilai limit dari barisan fungsi 
yang berlaku untuk semua  . 
4.4 Sifat barisan fungsi yang menjadi syarat dan menjamin terjadinya 
ekuivalensi antara kekonvergenan pointwise dan kekonvegenan seragam 
    Telah dibuktikan bahwa jika suatu barisan fungsi konvergen seragam 
maka barisan tersebut konvergen pointwise dan tidak berlaku sebaliknya. 
Selanjutnya dibahas sifat-sifat barisan konvergen seragam yang dapat 
mengakibatkan terjadinya ekuivalensi dengan kekonvergenan poitwise. 
Pembuktian teorema selanjutnya digunakan pemisalan konvergen yang 
berarti barisan fungsi konvergen pointwise sekaligus konvergen seragam. 
Berikut ini dibahas teorema yang menjadi syarat terjadinya ekuivalensi 
disajikan dalam Teorema 4.5 dan Teorema 4.6 
Teorema 4.5: 
Jika barisan      konvergen, maka limit barisan      tunggal. 
Bukti: 
Andaikan barisan      konvergen ke   dan   dengan    . Maka untuk 
sebarang       terdapat      
      sedemikian sehingga        
 
 
 
untuk setiap        
       dan terdapat           sedemikian 
sehingga        
 
 
 untuk setiap              . Dipilih       
     max      
                  }. Menggunakan Ketaksamaan 
Segitiga, maka untuk              diperoleh  
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          -       -   
                 
   
 
 
 
 
 
   
Karena berlaku untuk setiap       dan juga berlaku untuk semua  , maka 
      yang berarti    . Kontradiksi dengan pengandaian. Jadi, 
terbukti bahwa limitnya tunggal. 
     Ketunggalan nilai limit  dapat menjadi indikasi terjadinya ekuivalensi 
dalam kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan seragam hal tersebut 
sesuai dengan Teorema 4.1 tentang ketunggalan nilai limit dan akan terjadi 
barisan fungsi konvegen poitwise ketikan barisan fungsi kovergen seragam 
sebagaimana diketahui bahwa kekonvergenan poitwise merupakan syarat 
perlu terjadinya kekonvergenan seragam. 
Teorema 4.6 
Jika barisan      konvergen, maka      terbatas 
Bukti: 
Diketahui      konvergen ke   dan ambil     , maka terdapat bilangan 
asli                sedemikian hingga berlaku          untuk 
semua             . Jika digunkan ketaksamaan segitiga  dengan 
            maka didapat 
                               
Jika dipilih 
                                 
Maka itu menyatakan bahwa        untuk semua              
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Kasus 4.4 
Tunjukkan keterbatasan barisan konvergen       
 
   
        . 
Penyelesaian: 
Cukup jelas bahwa       konvergen (pointwise dan seragam) ke 0 untuk 
       .  
       monoton turun dengan               dan terbatas dengan 
         . 
Kasus ini menyatakan keterbatasan barisan sebagai syarat suatu barisan 
konvergen, baik itu konvergen pointwise maupun knvergen seragam. 
         Dapat dilihat bahwa suatu barisan yang konvergen pointwise sekaligus 
konvergen seragam merupakan barisan terbatas, akan tetapi ketebatasan dari 
barisan      tidak memastikan terjadinya ekuivalensi. Jadi, keterbatasan 
suatu barisan merupakan syarat ekuivalennya kedua kekonvergenan tersebut. 
Hal ini dapat diketahui dari barisan fungsi yang konvergen pointwise 
merupakan barisan terbatas yang pada dasarnya barisan fungsi kovergen 
pointwise belum tentu barisan tersebut konvergen seragam.  
         Selanjutnya, sifat yang mengindikasikan terjadinya ekuivalensi antara 
kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan seragam yaitu kepemilikan 
supremum atau infimum disajikan dalam Teorema 4.4.3 sebagai berikut. 
Teorema 4.7 
(1). Jika barisan      naik monoton dan mempunyai supremum maka  
barisan      konvergen ke supremumnya. 
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(2). Jika barisan      turun monoton dan mempunyai infimum maka  
barisan      konvergen ke infimumnya. 
Bukti: 
(i) Misalkan                    dan       . Diambil    , 
maka terdapat                     sedemikian hingga 
        . Karena      naik monoton, maka untuk       
      berlaku  
                
Atau 
                    
Jadi, terbukti bahwa      konvergen ke                 
      . 
(ii) Misalkan                    dan       . Diambil    , 
maka terdapat                     sedemikian hingga      
   . Karena      turun monoton, maka untuk             
berlaku  
                
Atau 
                    
 
Jadi, terbukti bahwa       konvergen ke                       .  
Kasus 4.5: 
Tentukan kekonvergenan barisan fungsi           
 
 
 ;            . 
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Penyelesaian: 
Fungsi               
 
 
                  yang berarti    
               berlaku                  
 
 
     
 
 
   yang 
berarti berdasarkan   dan   yang diberikan barisan       konvergen 
pointwise ke 1 pada interval [0,1]  dan barisan fungsi          
 
 
   
konvergen seragam menuju         pada           karena nilai 
    
 
 
     
 
 
    yang berarti jika diambil sebarang nilai     ada 
nilai     sedemikian sehingga  
 
 
      berlaku untuk semua 
        .  
Kasus ini menunjukkan bahwa    adalah barisan monoton turun, 
selanjutnya    memiliki infimum yaitu 1 dan    konvergen ke       .  
Sehingga jelas bahwa    konvergen ke infimumnya. 
         Selanjutnya, dijelaskan sifat terakhir yang menjamin ekuivalensi 
konvergen pointwise dan konvergen seragam dalam teorema berikut ini. 
Teorema 4.8 
Diberikan barisan {  } terbatas. 
(i) Jika {  } naik seragam maka {  } memiliki supremum. Lebih jauh, 
barisan {  } konvergen ke supremumnya.  
(ii) Jika {  } turun seragam maka {  } memiliki infimum. Lebih jauh, 
barisan {  } konvergen ke infimumnya. 
Bukti: 
Barisan fungsi    konvergen seragam ke   yang berarti   berlaku untuk  
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semua nilai  . Sehingga untuk ekuivalensinya ke kekonvergenan pointwise 
dengan menganggap   berlaku semua nilai    sehingga dibuktikan sebagai 
berikut. 
(i) Diberikan barisan       terbatas dan naik seragam. Diambil     
maka terdapat             sedemikian hingga untuk        
      berlaku  
                                  . 
Karena       terbatas pada       maka       terbatas di  . Menurut 
sifat lengkap, terdapat               untuk          . 
Berdasarkan Teorema 4.7, maka       konvergen ke supremumnya. 
(ii) Diberikan barisan       terbatas dan turun seragam. Diambil     
maka terdapat             sedemikian sehingga untuk    
          berlaku  
                                 . 
Karena       terbatas pada       maka       terbatas di  . Menurut 
sifat lengkap, terdapat                untuk         . 
Berdasarkan Teorema 4.7, maka       konvergen ke infimumnya. 
       Ekuivalensi kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan seragam dari 
suatu barisan fungsi dijamin terjadi jika barisan fungsi naik seragam atau 
turun seragam. 
4.5 Ekuivalensi kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan seragam 
berdasarkan karakteristik barisan fungsi 
         Sifat barisan fungsi telah dibahas pada bagian-bagian sebelumnya ber- 
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dasarkan teorema konvergensi barisan. Pada bagian ini ditunjukkan 
karakteristik barisan fungsi yang kovergen berdasarkan karakteristik barisan 
fungsi yang telah dibahas. 
Kasus 4.6 
Tentukan kekonvergenan barisan fungsi        yang didefinisikan        
   untuk     
 
 
 dan         untuk 
 
 
     dengan        . 
Penyelesaian: 
Barisan       dinyatakan konvergen pointwise karena memiliki karakteristik  
berikut: 
a. Barisan       monoton dimana       naik monoton          untuk 
setiap    . 
b.       terbatas sebab        untuk setiap    . 
c. Limit barisannya ada yaitu,                           dan 
                     . 
Berdasarkan karakteristik dari barisan monoton dan terbatas maka       
konvergen pointwise di        . Jika       konvergen pointwise ke 1 
untuk         dan konvergen pointwise ke 0 untuk     maka 
limitnya ada. 
Barisan       dinyatakan tidak konvergen seragam karena tidak memiliki 
keseluruhan karakteristik barisan fungsi seragam. Berikut ini karakteristik 
barisan fungsi konvergen seragam, yaitu: 
a. Barisan       monoton dimana       naik monoton          untuk 
setiap    . 
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b.       terbatas sebab        untuk setiap    . 
c.       memiliki supremum. 
d.        naik seragam jika      terdapat     sedemikian hingga 
untuk      berlaku            . 
Sehingga berdasarkan karakteristik kekonvergenan seragam,       tidak 
konvergen seragam di         karena tidak memenuhi (c) dan (d) 
Kasus 4.7 (Goldberg: Method of Real Analysis, h.259) 
Tentukan kekonvergenan barisan fungsi        
  
 
          .  
Penyelesaian: 
Barisan       dinyatakan konvergen pointwise karena memiliki 
karakteristik berikut: 
a. Barisan       monoton dimana       monoton turun          untuk 
setiap    . 
b.       terbatas sebab        untuk setiap    . 
c. Limit barisannya ada yaitu,             
  
 
           . 
Berdasarkan karakteristik keterbatasan dari barisan monoton maka 
diketahui bahwa       konvergen pointwise di        . jika       
konvergen pointwise ke 0 untuk         maka limitnya ada. 
Barisan       dinyatakan konvergen seragam karena memiliki karakteristik 
kekonvergenan seragam. Berikut ini karakteristik barisan fungsi konvergen 
seragam, yaitu: 
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a. Barisan       monoton dimana       naik monoton          untuk 
setiap     
b.       terbatas sebab        untuk setiap    . 
c.       monoton turun dan memiliki infimum yaitu 0. 
d.       turun seragam sebab untuk setiap     terdapat     
berlaku              
Sehingga berdasarkan karakteristik kekonvergenan        konvergen 
seragam ke 0 di        . 
         Dengan demikian, berdasarkan Kasus 4.5.1 dan Kasus 4.5.2 
memberikan gambaran tentang karakteristik barisan konvergen pointwise dan 
kovergen seragam serta ekuivalensinya pada interval [a,b]. suatu barisan 
fungsi akan konvergen pointwise apabila barisan tersebut adalah barisan 
monoton dan terbatas. Sedangkan barisan fungsi akan konvergen seragam 
apabila barisan tersebut adalah barisan monoton, terbatas, memiliki 
supremum  atau infimum dan turun seragam atau naik seragam. Sehingga 
berdasarkan karakteristik yang harus dipenuhi suatu barisan fungsi, dapat 
disimpulkan bahwa ekuivalensi antara kekonvergenan pointwise dan 
kekonvergenan seragam pada interval [a,b] adalah barisan fungsi    terbatas 
dan monoton seragam. Oleh karena itu, jika barisan fungsi    konvergen 
seragam maka barisan fungsi    konvergen pointwise. 
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BAB V 
PENUTUP 
5.1 Kesimpulan 
 Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat disimpulkan bahwa 
karakteristik yang harus dimiliki suatu barisan fungsi agar terjadi 
ekuivalensi antara kekonvergenan pointwise dan kekonvergenan seragam 
yaitu barisan fungsi    terbatas dan monoton seragam pada interval [a,b]. 
5.3 Saran 
  Saran untuk penelitian ini khususnya mahasiswa jurusan 
matematika dapat dikembangkan dengan mengkaji penerapan dari 
kekonvergenan barisan fungsi. 
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